Prova scritta del 13/06/2017 by Caselli, Fabrizio
NOME E COGNOME:
MATRICOLA:
TEMA N.1
Prova sritta DI ALGEBRA E GEOMETRIA, 13/06/2017
1. Si onsiderino i seguenti sottospazi U e W di R4:
U = {(x, y, z, t) : x+ y − z = 0, 2x− 3y + 4t = 0}, W = 〈(2, 3, 3, 0), (2, 1, 5, 1)〉.
(a) Determinare una base di U e una base di W ;
(b) determinare le equazioni artesiane di W ;
() determinare le equazioni di U ∩W e di U +W ;
(d) determinare, se possibile un'appliazione lineare invertibile F : U → W ;
U ha dimensione 2 perhé è dato da due equazioni indipendenti in R4. Una base di
U si ottiene risolvendo le equazioni: ad esempio si ottiene U = 〈(2, 0, 2,−1), (0, 4, 4, 3)〉
(osserviamo he eettivamente questi due vettori sono due soluzioni indipendenti delle
equazioni he denisono U . La base di W è quella data: {(2, 3, 3, 0), (2, 1, 5, 1)}.
Le equazioni di U le abbiamo già nel testo. Per ottenere quelle di W imponiamo
he
rg

 2 3 3 02 1 5 1
x y z t

 = 2.
Riduendo a sala si ottengono ad esempio le equazioni −3x+ y + z = 0 e y − z + 4t
(osserviamo he la base data di W soddisfa queste due equazioni).
Per U ∩W prendiamo un elemento generio a(2, 3, 3, 0) + b(2, 1, 5, 1) di W e deter-
miniamo a, b in modo he questo elemento soddis le equazioni di U . Otteniamo{
2a+ 2b+ 3a+ b− 3a− 5b = 0
2(2a+ 2b)− 3(3a+ b) + 4b = 0
Sempliando questo sistema rimane l'unia ondizione a = b da ui
U ∩W = 〈(4, 4, 8, 1)〉.
Le equaioni di W sono date da 3 equazioni lineari omogenee indipendenti soddisfatte
da (4, 4, 8, 1) ad esempio x = y, 2x = z, x = 4t.
Per determinare la somma (he sappiamo già avere dimensione 3) possiamo pro-
edere ome nel punto 1 imponendo he
rg


2 3 3 0
2 1 5 1
2 0 2 −1
x y z t

 = 3.
Si ottiene l'equazione 9x− y − 5z + 8t = 0.
e. Siome U e W hanno entrambi dimensione 2 tale appliazione lineare esiste:
basta mandare una base di U in una base di W ad esmpio imponendo F (2, 0, 2,−1) =
(2, 3, 3, 0) e F (0, 4, 4, 3) = (2, 1, 5, 1).
2. Nello spazio eulideo R
4
on un riferimento ortonormale RO(O; x, y, z, t) onsideriamo
il sottospazio U dato da U = {(x, y, z, t) : x+ y − z = 0, 2x− 3y + 4t = 0}.
(a) determinare una base ortogonale di U ontenente il vettore (2, 0, 2,−1);
(b) determinare le equazioni di U⊥;
() determinare la proiezione ortogonale del vettore v = (13, 0, 5, 0) su U ;
Nell'eserizio preedente avevamo già determinato una base di U : {(2, 0, 2,−1), (0, 4, 4, 3)}.
Questa base tuttavia non è ortogonale. La possiamo rendere ortogonale sostituendo
(0, 4, 4, 3) on
(0, 4, 4, 3)−
((0, 4, 4, 3), (2, 0, 2,−1))
((2, 0, 2,−1), (2, 0, 2,−1))
(2, 0, 2,−1) = (0, 4, 4, 3)−
5
9
(2, 0, 2,−1) =
2
9
(−5, 18, 13, 16)
o più sempliemente on (−5, 18, 13, 16) he è un suo multiplo salare.
Avendo una base di U (ad esempio {(2, 0, 2,−1), (0, 4, 4, 3)}) le equazioni di U⊥ si
ottengono sempliemente imponendo l'ortogonalità on i vettori della base di U . Tali
equazioni sono quindi {
((2, 0, 2,−1), (x, y, z, t)) = 0
((0, 4, 4, 3), (x, y, z, t)) = 0
ioè {
2x+ 2z − t = 0
4y + 4z + 3t = 0
Per determinare la proiezione basta utilizzare la formula he onosiamo utilizzando
la base ortogonale alolata nel punto a.:
PU((13, 0, 5, 0)) =
((13, 0, 5, 0), (2, 0, 2,−1))
((2, 0, 2,−1), (2, 0, 2,−1))
(2, 0, 2,−1) +
((13, 0, 5, 0), (−5, 18, 13, 16))
((−5, 18, 13, 16), (−5, 18, 13, 16))
(−5, 18, 13, 16)
=
36
9
(2, 0, 2,−1) + 0
= (8, 8, 0,−4).
3. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione 3 e B una sua base ostituita dai vettori
b1, b2, b3. Consideriamo l'appliazione lineare F : V → V denita da
F (b1) = (k + 1)b1 − b3, F (b2) = kb2 + (k + 1)b3, F (b3) = kb3.
Denotiamo on A la matrie assoiata ad F rispetto alla base B.
(a) stabilire per quali valori di k l'endomorsmo F è invertibile;
(b) stabilire per quali valori di k 2b1 − 2b3 è un autovettore di F ;
() stabilire per quali valori di k l'endomorsmo F è diagonalizzabile;
(d) per i valori di k ottenuti nel punto preedente determinare una matrie H tale
he H−1AH sia diagonale.
La matrie A si alola failmente
A =

 k + 1 0 00 k 0
−1 k + 1 k


F è invertibile se e solo se A ha determinante 6= 0. Siome A è triangolare il deter-
minante di A è il prodotto dei oeienti sulla diagonale e quindi è diverso da 0 se e
solo se k 6= 0,−1.
2b1 − 2b3 = (2, 0,−2)B e quindi
[F (2b1 − 2b3)]B = A ·
2
0
−2
= (k + 1)
2
0
−2
.
Conludiamo he 2b1 − 2b3) è sempre autovettore (di autovalore k + 1).
Essendo A triangolare gli autovalori di F sono k+1 on moltepliità algebria 1, e k,
on noltepliità algebria 2. Dobbiamo quindi apire per quali valori di k, l'autovalore
k ha moltepliità geometria 2. La matrie A− kI ha rango 1 se e solo se k = −1 e
quindi questo è l'unio valore per ui F è diagonalizzabile.
Abbiamo k = −1 e in questo aso una base per l'autospazio relativo all'autovalre
−1 è {(0, 1, 0), (0, 0, 1)} e una base per l'autospazio 0 è data da (1, 0,−1). La matrie
H è quindi data da 
 1 0 00 1 0
−1 0 1

 .
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Prova sritta DI ALGEBRA E GEOMETRIA, 13/06/2017
1. Si onsiderino i seguenti sottospazi U e W di R4:
U = {(x, y, z, t) : x+ y + z = 0, 2x− 3y − 4t = 0}, W = 〈(2, 3,−3, 0), (2, 1,−5,−1)〉.
(a) Determinare una base di U e una base di W ;
(b) determinare le equazioni artesiane di W ;
() determinare le equazioni di U ∩W e di U +W ;
(d) determinare, se possibile un'appliazione lineare invertibile F : U → W ;
2. Nello spazio eulideo R
4
on un riferimento ortonormale RO(O; x, y, z, t) onsideriamo
il sottospazio U dato da U = {(x, y, z, t) : x+ y + z = 0, 2x− 3y − 4t = 0}.
(a) determinare una base ortogonale di U ontenente il vettore (2, 0,−2, 1);
(b) determinare le equazioni di U⊥;
() determinare la proiezione ortogonale del vettore v = (13, 0,−5, 0) su U ;
3. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione 3 e B una sua base ostituita dai vettori
b1, b2, b3. Consideriamo l'appliazione lineare F : V → V denita da
F (b1) = (k − 1)b1, F (b2) = (k − 1)b2 + kb1, F (b3) = −b1 + kb3.
Denotiamo on A la matrie assoiata ad F rispetto alla base B.
(a) stabilire per quali valori di k l'endomorsmo F è invertibile;
(b) stabilire per quali valori di k 2b1 − 2b3 è un autovettore di F ;
() stabilire per quali valori di k l'endomorsmo F è diagonalizzabile;
(d) per i valori di k ottenuti nel punto preedente determinare una matrie H tale
he HAH−1 sia diagonale.
